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מכניקה לביולוגיה חישובית – שעור 6
נעשה פיתוח של חוקי הגרביטציה בצורה דומה לצורה ההיסטורית, ונראה איך מתוך נתונים אמפיריים ניתן להגיע לחוקים תיאורטיים.

חוקי  קפלר: בערך בשנת 1600 פרסם יוהן קפלר את 3 החוקים האמפיריים שלו:

1. מסלולו של כל כוכב לכת הוא אליפסה שבאחד ממוקדיה נמצאת השמש.
2. כל כוכב לכת נע כך שהרדיוס וקטור שלו (הוקטור בין השמש אליו) מכסה שטחים שווים בקטעי זמן שווים.
3. יחס ריבועי זמן המחזור של כל 2 כוכבי לכת שווה ליחס המרחק הממוצע שלהם בחזקת 3.
ניוטון הכיר את החוקים האלה והכיר את החוקים שלו, ובעזרת שני הדברים האלה המשיך.
כוחות מרכזיים: כוח מרכזי הוא כוח שכוונו בכוון הרדיוס וקטור. נגדיר את התנע הזוויתי 
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. כיוון שהכוח מרכזי אז זה מתאפס, כלומר התנע הזוויתי נשמר. נסתכל על גודל התנע הזוויתי - 
[image: image3.wmf]2

r

m

r

mV

l

w

q

=

=

 ונזכור שהוא קבוע, ולכן גם הגודל 
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 הוא קבוע, וזה השטח שמכסה הרדיוס וקטור בשניה (אפשר לראות זאת גיאומטרית).

מסקנה: כוח מרכזי מקיים את החוק השני של קפלר, ולכן הגיוני להניח שכוח הגרביטציה שפועל על הכוכבים הוא כוח מרכזי שמפעילה השמש.

חוק הגרביטציה האוניברסלית: נמשיך את הדיון כאילו המסלולים הם מעגליים, למרות שניתן לעשות זאת גם עבור מסלול אליפטי. לפי החוק השני של ניוטון 
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. לפי החוק השלישי של קפלר 
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, כאשר k הוא אותו קבוע עבור כל כוכב. נציב זאת ונקבל 
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. לפי החוק השלישי של ניוטון, אם השמש מפעילה את הכוח הזה על הכוכב, אז הכוכב מפעיל את אותו כוח על השמש. לכן, מבחינת השמש מתקיים 
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. הדרך הכי פשוטה ליישב את זה היא להניח שהכוח הוא מהצורה 
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, כאשר G הוא קבוע הגרביטציה האוניברסלי. את G ניתן למדוד באופן ניסיוני והתקבל ערך 
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מסת כדה"א: עבור גוף על פני כדה"א מתקיים 
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, ומצד שני 
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. את רדיוס כדה"א קל למדוד לפי המרחק אל האופק (בהנחה שהוא כדורי), ונקבל 
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. נציב ונקבל 
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מסת השמש: אפשר למדוד את הזווית בין כוכב מרוחק לבין השמש בשני קצוות של כדה"א בו זמנית ולמדוד את המרחק מהשמש. דרך אחרת היא למדוד את הזווית הזו בהפרש של חצי שנה. המרחק שנמדד הוא 
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. ידוע שזמן המחזור של סיבוב כדה"א סביב השמש הוא 365 ימים, כלומר 
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, ולכן 
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, שזה פי שלוש מאות אלף ממסת כדה"א.

אנרגיה פוטנציאלית אוניברסלית: נניח שכוח הגרביטציה האוניברסלית הוא כוח משמר, ונבדוק מה צריכה להיות האנרגיה הפוטנציאלית. אפשר לרשום את הכוח כ - 
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. נבצע החלפת משתנים ל-
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. נקבע את נקודת הייחוס שלנו באינסוף, ואז 
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מהירות הבריחה: נתון חלקיק במרחק r מכוכב. מהי המהירות המינימלית שצריכה להיות לו על מנת שיוכל להתרחק מהכוכב לנצח ולא ליפול חזרה? המהירות הזו נקראת מהירות הבריחה. כיוון שהכוח משמר מתקיים חוק שימור האנרגיה. נדרוש שבאינסוף המסה תיעצר, כלומר 
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. מהירות הבריחה מפני כדה"א היא 
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הפוטנציאל האפקטיבי: נרצה לעבור לייצוג של הבעיה שתלוי רק במרחק. באופן כללי אפשר לרשום 
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. כיוון שידוע ש-
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, נוכל להציב ולקבל 
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. ראינו שמתקיים 
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, ולכן נוכל לרשום את האנרגיה הקינטית בתור 
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. לאיבר הנוסף שקיבלנו אפשר להתייחס בתור אנרגיה פוטנציאלית אפקטיבית, 
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, ואז באופן כללי נקבל 
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. נצייר מה זה אומר לגבי דיאגרמת האנרגיה הפוטנציאלית האפקטיבית של גרביטציה סביב כוכב, ונראה למה יש גם רדיוס מכסימלי וגם רדיוס מינימלי. 

דוגמה: טיל נורה מפני כדה"א במהירות 10 ק"מ לשניה. מהו הגובה המכסימלי שאליו יגיע אם הוא נורה אנכית? אם הוא נורה אופקית?

פתרון: אם הטיל נורה אנכית אז התנע הזוויתי שלו הוא 0, כי אין לו מהירות משיקית. לכן נוותר עם משוואת שימור אנרגיה 
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. לעומת זאת, אם הטיל משוגר אופקית, אז המהירות שיש לו בהתחלה היא כולה משיקית, ולכן במקרה זה נקבל משוואת שימור אנרגיה 
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, מה שנותן פתרון 
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לוויינים: נסתכל בלוויינים המסתובבים סביב מרכז כדה"א בתנועה מעגלית. במקרה זה מתקיים 
[image: image46.wmf]r

mV

r

m

m

G

e

2

2

-

=

-

, ומכאן 
[image: image47.wmf]r

Gm

V

e

=

. על כדור הארץ מתקיים 
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. זמן המחזור הוא 
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דוגמה: מעבורת החלל מקיפה את כדור הארץ פעם בשעתיים כאשר היא במסלול קבוע מעל כדה"א. מה גובהה מעל פני כדה"א? מה מהירותה לעומת הקרקע?

פתרון: לפי הנוסחה שקיבלנו נוכל לחשב את הרדיוס- 
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. את המהירות נוכל לחשב לפי הקשר בין המהירות הזוויתית למהירות, ונקבל 
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. מהירות פני כדה"א היא 
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אנרגיה של לווין: נשאלת השאלה האם לא עדיף להביא את המעבורת לגובה יותר גבוה, שם היא תצטרך מהירות נמוכה יותר כדי להיות במסלול. אם המסלול הוא מעגלי אז כוח הגרביטציה מהווה את הכוח הצנטריפטלי, ואז 
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. סימן המינוס אומר שככל שנגדיל את הרדיוס, גם נגדיל את האנרגיה הדרושה להגיע למסלול הזה.

גיאות: כאשר גוף לא נקודתי מושפע מכוח כלשהו, אז כל הגוף נע באותה מהירות ובאותה מהירות זוויתית. הכי קל להסתכל על גוף מאורך שנופל על כוכב. במקרה זה החלק שנמצא גבוה יותר מרגיש כוח משיכה חלש יותר, ולכן תאוצתו לעומת מרכז המקל היא שלילית. החלק שנמוך יותר מרגיש כוח משיכה חזק יותר, ולכן גם תאוצתו לעומת מרכז המקל היא שלילית. אז מתי יש גיאות מהירח ומתי מהשמש?

נחשב אז זה – עבור מרכז המסה מתקיים 
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. נסתכל על חלק הנמצא במרחק r ממרכז המסה, ונסתכל במערכת מרכז המסה. החלק מרגיש תאוצה מדומה 
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 ותאוצת כבידה, כלומר בסה"כ 
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דוגמה: עץ האינטגרלים (לפי ספר של לארי ניבן). אם מרחק מרכז העץ מהשמש הוא כמו מרחק כדה"א, מה צריך להיות אורכו של העץ כדי לקבל כבידה כמו על כדה"א? לחילופין, אם אורכו 1000 ק"מ, מה צריך להיות מרחקו מהשמש?

פתרון: נדרוש 
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. אם R הוא מרחק כדה"א מהשמש אז 
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, וזה גדול מהמרחק בין השמש לבין כדה"א. אם נדרוש שאורכו של העץ יהיה 1000 ק"מ, נקבל 
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, וזה קרוב מדי לשמש – יהיה חם מדי.

דוגמה: מהו המרחק מכוכב במסה M, שבו לווין ברדיוס R ומסה m מתחיל להתפרק?

פתרון: ברגע שתאוצת הגיאות הפועלת על שפת הלווין תהיה גדולה מתאוצת הגרביטציה שהוא עצמו מפעיל על שפתו הוא יתחיל להתפרק, כלומר כאשר 
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. המרחק מהשמש שבו כדה"א יתחיל להתפרק הוא בערך 550,000 ק"מ, וזה פחות מרדיוס השמש.
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